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MATHEMATICS 
EINE INV ARIANTE SPHARISCHER ABBILDUNGEN 
VON 
JOSEPH WEIER 
(Communicated by Prof. L. E. J. BROUWER at the meeting of October 27, 1956) 
Seien m, n natiirliche Zahlen >I und S, T Euklidische Spharen in dem 
Euklidischen Raum R, S von der Dimension m, T von der Dimension n 
und I eine stetige Abbilding von S in T. Wenn 11 eine weitere stetige 
Abbildung von Sin T und fiir jeden Punkt p aus S die heiden Punkte 
l(p), ft(p) beziiglich T nicht antipodisch liegen, so heisse 11 eine ,zu I 
benachbarte" Abbildung. Sei F die Menge aller zu I benachbarten Abbil-
dungen von Sin T. Dann wollen wir nach Bedingungen suchen, dass jede 
Abbilduilg 12 aus F die Gleichung l(p) = l2(p) fiir wenigstens einen Punkt p 
aus S erfiillt. 
t Zunachst folgende Erklarung. Seien a ein Punkt aus S und f3 , 14 zwei 
Abbildungen aus F, l3(a) = l4(a) und /3(p) =I= f4(p) in allen Punkten p aus 
S-a. Den Punkt l3(a) = l4(a) bezeichnen wir auch mit b. Seine weiter f3 
der Radius von T, V die Menge aller Punkte p aus T mit d(b, p)<f3 
und <X eine positive Zahl kleiner als der Radius von S derart, dass, wenn 
U die Menge aller Punkte p aus S mit d(a, p) <<X be~eutet, 
fa(U)+I4(U) c V. 
Es bezeichne W ein Simplex in R, t eine topologische Abbildung von V 
auf W, W1 die Tragerebene von W und c den Punkt t(b). Weiter bezeichne 
h die durch 
h(p) = c + (tl3(p)- t14(p)), p E U- U, 
bestimmte Abbildung von U- U in W1 -c. Fiir p E U- U sei h'(p) jener 
Punkt in W- W, in dem der Halbstrahl aus c durch h(p) die Sphare 
W- W schneidet. Dann stellt h' eine Abbildung der (m-1)-Sphare U- U 
in die (n-1)-Sphare W- W dar. Je nachdem diese Abbildung wesentlich 
ist oder nicht, heisse a eine ,stabile" oder ,nicht stabile" Losung der 
Gleichung l3(p) = l4(p) und (/3 , 14 ) ein stabiles oder nicht stabiles Abbil-
dungspaar. Hierauf gilt, wie wir in dieser Arbeit zeigen werden: 
Es gibt in F zwei Abbildungen g1 , g2 derart, dass die Gleichung g1(p) = g2(p) 
genau eine Losung besitzt. Dann und nur dann existiert zu jeder Abbildung 
g aus F wenigstens ein Punkt pinS mit l(p) =g(p), wenn das Abbildungs-
paar (gv g2) stabil ist. 
Behielte der vorstehende Satz seine Giiltigkeit, wenn wir F als die 
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Menge aller zu f homotopen Abbildungen erklart hatten? Diese Frage, 
deren Beantwortung Ueberlegungen notwendig macht, wie sie Beweise 
fiir die Homotopieinvarianz des Brouwerschen Abbildungsgrades 1) 
erfordern, wird im folgenden nicht mehr behandelt. 
1. Praliminarien. - Die oben erklarte Bedeutung von R, S, T gelte 
auch weiterhin. Dabei heisse, wenn L ein linearer Raum in R, q ein Punkt 
aus L und !; eine positive Zahl, die Menge aller Punkte p aus L, deren 
Abstand von q gleich !; ist, eine ,Euklidische Sphare". Das topologische 
Bild einer Euklidischen Sphare heisse ,Sphare". Die oben und im folgenden 
benutzten ,Simplexe" sind offen und gradlinig. Sind 8 ein Punkt aus S, 
b der Durchmesser von S und r; eine positive Zahl < b, so heisse die Menge 
aller Punkte p aus S, deren Abstand von 8 kleiner als r; ist, eine ,Kugel-
kappe". Fur zwei Punkte a, b aus R bedeute d(a, b) den Euklidischen 
Abstand dieser Punkte. 
Wenn f, f' stetige Abbildungen von Sin T, p ein Punkt aus S und f(p) = 
= f'(p), so heisse p ein ,;Obereinstimmungspunkt" von (f, /'). Wenn 
ji, i=1, ... , 4, stetige Abbildungen von S in T, fl=f 2 und /3 =/4, so 
schreiben wir auch (fl, f3) = (12, f4). Ist f zu f' benachbart und hat (f, f') 
genau einen Ubereinstimmungspunkt, so heisse (f, f') ein ,kanonisches" 
Abbildungspaar. 
Es folgen zwei elementare Bemerkungen. 
Seien g, h, g', h' 8tetige Abbildungen von S in T, g zu h benachbart, g' 
zu h' benachbart, g zu g' homotop und h zu h' homotop. Dann gibt e8 von r 
s~etig abhangende stetige Abbildungen gT und hT, O<r< 1, von Sin T derart, 
dass (g0, h0)=(g, h), (gl, h1)=(g', h') und fur alle -r die Abbildung gT zu hT 
benachbart ist. 
Beweis. - Da g zu g' homotop, gibt es von r stetig abhangende 
stetige Abbildungen .gT, O<r< 1, von S in T mit go=g und g1 =g'. Da 
g zu h benachbart, gibt es von r stetig abhangende stetige Abbildungen 
f~, O<r< 1, von S in T derart, dass f8=h, f5=g und f~ fiir alle -r zu g 
benachbart. Da g' zu h' benachbart, gibt es von -r stetig abhangende 
stetige Abbildungen fL O<r< 1, von S in T derart, dass n=h', f~=g' 
und fr fiir alle r zu g' benachbart. 
Wenn die Zahl O<e< 1/2 nur hinreichend klein, so gilt: fiir aile (a, r) 
mit O<a<e und O<r< 1 ist f~ zu g" benachbart; fiir alle (a, r) mit 
1-e<a<1 und 0<r<1 ist fi zu g" benachbart; ist A die durch .A.(e)=O 
und .A.( I- e)= 1 bestimmte lineare Abbildung des abgeschlossenen Inter-
valles zwischen e und 1 - e auf das abgeschlossene Intervall zwischen 0 
und 1, so sind fiir e<r< 1-e die Abbildungen gT und gi.(Tl benachbart. 
Setzt man hierauf hT=f~1• fiir 0<-r<e, weiter hT=gi.(TJ fur e<r<1-e 
und hT=f'T-ll/• fiir 1-e<-r<1, so sind die so bestimmten Abbildungen 
gT und h\ 0 < r < 1, von der verlangten Art. 
1 ) Mathern. Annalen 71 (1912). 
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Seien a ein 1- unkt a us S, e eine positive Zahl ~md fi, 0 < -r < 1, i = 1, 2, 
von -r stetig abhiingende stetige Abbildungen von S in T, 
ma)=tjg(a) und fHa)=l=fi(a). 
Dann gibt es von -r stetig abhiingende stetige Abbildungen gf, 0 < T < 1, 
i = 1, 2, von S in T derart, dass 
und g~= f~ fur alle (i, k) mit i= 1, 2 und k= 0, l. 
Beweis. - Seien n die Dimension von R, Rn+l der (n+ 1)-dimensionale 
Euklidische Raum, U die Menge aller Punkte p= (q, -r) aus Rn+l mit 
q E S und 0<-r< 1, ferner fi fiir i= 1, 2 die durch 
fi(p) = fi(q), p E U, 
bestimmte Abbildung von U in T, weiter A das 1-Simplex aus U mit 
(a, 0) und (a, 1) als Eckpunkten. 
Dann folgt aus dim T > 1 leicht, dass stetige Abbildungen g1 , g2 von 
U in T existieren, die die Eigenschaften haben: fiir p E U- U und i = 1, 2 
ist fi(p)=gi(p), fiir i= 1, 2 ist d(fi, gi)<e, auf A ist g1 und ebenso g2 
simplizial, die Menge 
ist endlich. - Wenn B=O, so kann man gi(p)=gi(p, -r) setzen. 
Hierauf seien B=!=O und bv ... , bm die Punkte von B, ferner Vv ... , Vm 
in U offene paarweis zueinander fremde Mengen, so dass fiir alle i gilt: 
bi E Vi; es ist vi zur abgeschlossenen Hiille eines Simplexes homoomorph; 
wenn Ai =A · Vi, so ist Ai ein eindimensionales Simplex und Ai =A· Vi. 
Somit besitzen die Abbildungen gv g2 auf Vi genau einen Ueberein-
stimmungspunkt, und dies ist der Punkt bi. Durch eine kleine Deformation 
von g1 und g2 Hisst sich erreichen, diesen Uebereinstimmungspunkt in die 
Menge Vi- Ai zu verschieben. Mithin: 
Es existieren stetige Abbildungen hv h2 von U in T derart, dass fi(p) = 
=hi(p) fiir p E U- U und i= 1, 2, weiter d(fi, hi) <e fiir i= 1, 2 und 
h1(p) =I= h2(p) fiir p EA. 
Alsdann kann man gi(p) = hi(p, -r) setzen. 
2. Kanonische Abbildungspaare. - Sind fl, f2 stetige Abbildungen von 
S in T und d(jl, /2) hinreichend klein, so ist f1 zu f2 homotop. Wir wollen 
zeigen: 
Seien e eine positive Zahl und f eine stetige Abbildung von Sin T. Dann 
gibt es stetige Abbildungen g, h von S in T derart, dass d(f, g)<s sowie 
d(f, h) <e und dass die Gleichung g(p)=h(p) genau eine Losung hat. 
Beweis. - Zunachst gibt es einen Punkt a inS und stetige Abbil-
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dungen g0 , h0 von S in T mit der Eigenschaft: bedeutet A die Menge der 
Koinzidenzen von (g0 , h0 ), so ist a f/= A. 
Die Menge A ist kompakt. Aus a f/= A folgt daher die Existenz einer 
Kugelkappe U0 von S derart, dass A C U0 • 
Wir bezeichnen der Radius von T mit y. Dann existieren eine positive 
Zahl b, Kugelkappen Uv ... , Um von S und topologische Abbildungen 
t0, ... , tm-l von S auf sich, die die Eigenschaften haben: wenn y eine 
stetige Abbildung von S in T und d(f, y)<b, so ist 
(1) 
fiir aile Zahlen i=O, ... ,m-1; fiir i=O, ... ,m-1 ist ferner 
Vi:) Ui+1 und ti( Vi)= Ui+1 ; 
die Menge f(Um) hat einen Durchmesser <min (y, s/2). 
Wie man sich leicht iiberlegt, kann man annehmen, es sei d(f, g0) <min 
(y, b, s/2) und ebenso d(f, h0) <min (y, b, s/2). 
Bedeute j eine der Zahlen 0, ... , m- 2. Wir machen die fiir j = 0 richtige 
Annahme, es existierten stetige Abbildungen gi, h; von S in T mit den 
Eigenschaften: 
(2) d(f, g;)<min (y, b, s/2) und d(f, h;)<min (y, b, s/2); 
bezeichnet A; die Koinzidenzmenge von (g;, h;), so ist A; C U;. 
Nunmehr setzen wir g7=g;(t;)-1 und h7=h;(t;)-1• Dann ist, wie aus (1) 
und (2) folgt, d(g;, g7)<y und d(h;, h7)<y. Somit folgt 
(3) d(f, g7) < 2y und d(f, h7) < 2y 
aus den Beziehungen (2). 
Die Menge t;(A;) bezeichnen wir auch mit A;+I· Wieman leicht bestatigt, 
ist Ai+l die Menge aller Punkte p aus S mit g7(p)=h7(p). Es folgt 
Ai+1 c ui+l 
a us A; C U; und t;( U;) = U;w 
Sind Pv p2 zwei nicht antipodisch gelegene Punkte von T und -r eine 
Zahl mit 0,;;;-r.;;; 1, so bedeute x(pv p2, -r) die Projektion des Punktes 
( 1- -r)p1 + -rp2 auf T a us dem Mittelpunkt von T. 
Offen bar gibt es eine Zahl 1; mit 0 < 2y1; < 1 derart, dass fiir alle nicht 
antipodisch gelegenen Punktpaare (Pv p2) aus T die Entfernung 
(4) d(p1, x(pv p2, 2y1;) <min (y, b, s/2). 
Hierauf setzen wir 
gi+l(p) =x[f(p), g7(p), l;d(f(p), g7(p))], 
h;+I(p)=x[f(p), h7(p), !;d(f(p), h7(p))] 
in allen Punkten p aus S. Diese Erklarung ist wegen (3) moglich. Aus (4) 
folgt, dass sowohl d(f, gi+l) wie d(f, hi+l) kleiner als min (y, b, s/2) ist. 
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Zum Beweis, dass Ai+l die Menge der Koinzidenzen von (gi+V hi+1) ist, 
bedeute q E S erstens einen Punkt, der nicht in Ai+l liegt. Dann ist 
gj ( q) =1= hj ( q). Sei G(p) die Menge der Punkte 
x(f(q), gj(q), r) aus T mit O<r< l. 
und H(q) die Menge aller x(f(q), hj(q), r) E T mit 0 <r< l. Wenn G(q) ·H(q) 
= 0, so ist nichts weiter zu beweisen. Im anderen Faile gibt es eine zwei-
dimensionale Ebene, die gleichzeitig den Mittelpunkt von T, den Punkt 
f(q) und die heiden Punkte gj(q), hj(q) enthalt. Daher ist G(q) C H(q) 
oder H(q) C G(q), je nachdem 
d(f(q), gj(q))< oder >d(f(q), hj(q)). 
Der Fall, dass d(f(q), gj(q)) =d(f(q), hj(q)), ist nicht moglich, da dann 
gt(q) = hj(q) ware. Mithin ist gi+1 (q) von hi+l (q) verschieden. Zweitens sei 
q E Ai+l" Hier ist gj(q) = hj(q), also gi+l(q) = hi+1(q). Insgesamt: Ai+l ist 
die Menge der Uebereinstimmungspunkte von (Yi+v hi+l). 
So mit existieren eine abgeschlossene Menge Am in U m und stetige 
Abbildungen g, hm von S in T, die die Eigenschaften haben: 
(5) d(f, g)<min (y, s/2) und d(f, hm)<min (y, s/2), 
die Menge der Uebereinstimmungspunkte von (g, hm) ist gleich Am. 
Der Erklarung von U m zufolge hat f( V m) einem Durchmesser <min 
(y, s/2). Aus (5) folgt daher, dass die Menge f(Um)+g(Um)+hm(Um) einen 
Durchmesser <min (2y, s) hat. Es gibt also eine Kugelkappe V von T, 
ftir die 
(6) 
und deren Durchmesser < s ist. 
Seien V0 ein Simplex und t eine topologischen Abbildung von V auf V0 • 
Dann stellen tf, tg, thm stetige Abbildungen von V min V0 dar. Und es ist 
tg(p)=l=thm(P) ftir p E Vm- um. 
Seien a ein Punkt aus Um, b ein Punkt aus V0 und w(p) ftir p E V0 -b 
die Projektion von p auf V0 - V0 aus b, ferner 
A(p)=d(p, a)f(d(p, a)+d(p, Um- Um)) 
ftir p E (] m und vl die Tragerebene von Vo· 
Hierauf werde h* wie folgt als stetige Abbildung von V min den linearen 
Raum V1 bestimmt: 
h*(p) = tg(p) +A(p) (thmw(p)- tgw(p)) 
ftir aile Punkte p aus Vm-a, h*(a)=tg(a). Wegen tg(p)=l=thm(p), p E Vm-
- U m' ist tg(p) =l=h*(p) ftir p E U m -a. 
Eine stetige Abbildung h** von Vm in V0 wird bestimmt, wenn man 
ftir jeden Punkt p aus Vm definiert: liegt h*(p) in V0 , so ist k**(p)=h*(p); 
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sonst ist h**(p) der Punkt, in dem der Halbstrahl aus tg(p) durch h*(p) 
die Menge V0 - V0 schneidet. 
Wie iiber h* gilt auch iiber h**, dass tg(a)=h**(a) und 
(7) tg(p)#-h**(p) fiir p E Um-a. 
Sei q em Punkt aus Um-Uw Dann ist A.(q)=1 und w(q)=q, daher 
h*(q)=thm(q). Nun ist hm(q) E V nach (6), daher thm(q) E V0 , mithin 
h**(q)=h*(q). Also: 
(8) 
Schliesslich sei h(p)=hm(P) fiir pES- um und 
(9) h(p)=(t)-1 h**(p) fiir p E Um. 
Die so erkHi.rte Abbildung h von S in T ist wegen (8) stetig. Wegen (7) 
ist g(p)#-h(p) fiir p E um -a. Wegen Am c um ist g(p)#-h(p) fiir pES- u m• 
Nach (5) ist d(f, g)<e. Zum Beweis, dass d(f, h)<e, sei q ein fester 
Punkt aus S. Wenn q ¢= Um, so folgt d(f(q), h(q))<e aus (5). Sei nun 
q E um. Dann ist f(q) E v nach (6). Der Erklarung von h** zufolge ist 
h**(q) E V0 , also (t)-1h**(q) E (t)-1(V0), mithin h(q) E V nach (9). Nun 
hat V einen Durchmesser <e, so dass d(f(q), h(q))<e aus f(q) E V und 
h(q) E V folgt. 
3. Ueber homotope Paare. - Wir befassen uns im vorliegenden Ab-
schnitt mit kanononischen Abbildungspaaren, die homotop sind. Die 
Bedeutung kanonischer Abbildungspaare geht aus dem letzten Abschnitt 
hervor. 
Seien g, h, g', h' stetige Abbildungen von Sin T, g zu g' homotop, h zu h' 
homotop, das Abbildungspaar (g, h) und ebenso das Abbildungspaar (g', h') 
kanonisch. Dann gibt es von r stetig abhangende kanonische Abbildungspaare 
(g', hT), 0 < r<; 1, von Sin T derart, dass (g0, h0 ) = (g, h) und (gl, h1 ) = (g', h'). 
Beweis. - Wie aus Bemerkungen des ersten Abschnittes folgt, 
existieren ein Punkt a inS, von r stetig abhangende stetige Abbildungen 
von S in T, die folgenden Eigenschaften besitzen: (gg, hg) = (g, h) und 
(g~, h~) = (g', h'), fiir alle r ist g~ zu h~ benachbart, fiir alle r ist die Menge 
A~ der Uebereinstimmungspunkte von (g~, h~) zu a fremd. Sei r = g~ fiir 
alle r. 
Jede der Mengen A~, O<;r<;; 1, ist kompakt. Somit existiert eine Kugel-
kappe U0 von S derart, dass .EA0 C S- 00• 
Wir bezeichnen den halben Radius von T mit y. Dann gibt es eine 
Zahl o, Kugelkappen Uv ... , Um von S und von r stetig abhangende 
topologische Abbildungen 
(tg, O<;a<; 1), ... , (t:;,_11 O<;a"(1) 
2 Series A 
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von S auf sich, die die Eigenschaften haben: wenn y eine stetige Abbil-
dung von s in T, T eine Zahl mit O<;T< 1 und aw, y)<b, so ist 
(1) d(y, y(ti)-1)<y 
fiir aile (i,a) mit i=O, ... ,m-1 und O<;a<;1; fiir i=O, ... ,m-1 ist 
Vi c ui+l und tH Vi)= Vi+l; 
fiir aile (i, a) ist t'[( Ui) ~ Ui; fiir 0 < T < 1 hat die Menge f'(S- U m) einen 
Durchmesser < y. 
Wie man Ieicht bestatigt, kann man annehmen, es sei d(tr, h~) <min 
(y,b) fiir 0<;-r<;l. 
Bedeute j eine der Zahlen 0, ... , m-2. Wir machen die fiir j=O richtige 
Annahme, es existierte eine Deformation ((gj, hJ), 0<;-r< 1) von (g, h) in 
(g', h') mit den Eigenschaften: 
(2) dW,gi)< min(y,b) und d(tr,hj)< min(y,b) fiir O<;r<;1; 
bezeichnet Aj die Menge der Uebereinstimmungspunkte von (gj, hj), so 
ist AjCS-Vi fiir 0<:-r<l. 
Man kann annehmen, der Uebereinstimmungspunkt von (g, h) und 
ebenso der von (g', h') liege inS- Vm- Dann gibt es Zahlen 0<cx<f3< 1 
derart, dass 
fiir 0 < T <ex und {3 < T < 1. 
Sei q; eine stetige Abbildung des abgeschlossenen Intervalles zwischen 
0 und 1 in eben diesem Intervall derart, dass q;(O)=q;(l)=O und q;(r)=l 
fiir cx<;r<;f3. 
Hierauf setzen wir gj* =gj(tf'rl)-1 und hj* =hj(tf'rl)-1 fiir 0<;-r< 1. Dann 
ist, wie aus (1) und (2) folgt d(gj,gj*)<y und d(hj,hj*)<y. Somit folgt 
(3) d(tr, gj*)<2y und aw, hj*)<2y 
fiir 0<;-r< 1 aus den Beziehungen (2). 
Die Menge tf'rl (Ai) bezeichnen wir auch mit AJ+I· Wie man Ieicht 
bestatigt, ist Aj+l die Menge ailer Punkte p aus S mit gj*(p)=hj*(p). 
Zum Beweis, dass 
Aj +1 C S- Vi+l fiir 0 < T < 1, 
seierstens0<;T<;cxoder{3 <•< 1. DannistAjCS- ui+V wegentj(Ui+lp ui+V 
O<;a< 1, daher die Behauptung richtig. Wenn zweitens cx<;r<;{3, so ist 
q;(r) = 1, daher Aj+l = t}(Aj), wegen t}( Ui) = Ui+l oder t}(S- Vi) =8- Vi+l 
und Aj C S- Vi also die Behauptung gleichfails richtig. 
Es ist gf*=g?,h?*=hf,d(f0,gf)<min(y,b) und d(f0,hf)<min(y,b). 
Somit existieren Zahlen 0 < cx1 < {31 < 1 derart, dass 
d(fr, gj*) < min (y, b) und aw, hj*) < min (y, b) 
19 
Sei cp1 eine stetige Abbildung des abgeschlossenen Intervalles zwischen 
0 und 1 in eben diesem Intervall derart, dass cp1(0)=cp1(1)=0 und cp1(r)= 1 
fiir (X1 < l' < {31. 
Sind Pv p2 zwei nicht antipodisch gelegene Punkte aus T, so sei 
X(Pv p2) das 1-Simplex mit Pv p 2 als Eckpunkten, X1(Pv p2) die Projektion 
von X(pv p2) auf T aus dem Mittelpunkt b von T und ~(Pv p2) die Lange 
des Bogens X1(Pv p2). Wenn r eine Zahl mit 0<,-r<, 1, :so sei x(pv p2, r) 
jener Punkt auf X1(Pv p2)/ dessen Bogenabstand von p1 gleich r~(p1 , p2) 
ist. Fur r > 1 sei x(pv p2, r) = P2· 
Offen bar gibt es eine Zahl C mit 0 < C < 1 derart, dass fiir aile nicht 
antipodisch gelegenen Punktpaare (Pv p2) aus T die Entfernung 
(4) 
Hierauf setzen wir 
gj+l(p) = xW(p ), gj*(p ), Ccp1(r) + (1- Cf1(r))], 
hj+l(p) = xW(p ), hJ* (p ), Ccp1(r) + (1- cp1(r))] 
in allen (p, r) mit p E S und 0 < r < 1. 
Die vorstehende Erklarung der Abbildungen gj+l und hj+l ist wegen (3) 
moglich. Wegen Ccp1(0)+(1-cp1(0))=1 ist g~+l=g~*, wegen g~*=g~ und 
g~ = g daher g~+l =g. Entsprechend ergibt sich, dass h~+l = h, g]+l = g' 
und h]+l=h'. 
Zum Beweis, dass d(f\ gj+l) < min (y, b) und d(f\ hj+l) < min (y, b) 
fUr aile r, sei erstens O<,r<,iX1 oder {31 <r< 1. Dann ist d({", gj*)< min 
(y, b) und d(l<, hj*) < min (y, b), daher die Behauptung richtig. Wenn 
zweitens 1X1 < r < f3v so ist cp1 ( r) = 1 , also 
gj+l(p)=x(f"(p), gj*(p), C), 
wegen (4) daher die Entfernung zwischen {"(p) und gj+l(p) kleiner als 
min (y, b). Ebenso ergibt sich, dass d(fr(p), hj+l(p)) < min (y, b). 
Zum Beweis, dass Aj+l die Menge der Uebereinstimmungspunkte von 
(gj+l, hj+l), genugt es, da gj*(p)=hj*(p) und also gj+1(p)=hj+l(p) fiir 
p E A f+l ist, nachzuweisen: wenn q ein Punkt a us S-A f+l• so ist 
gj+l(q) *hi+l(q). Das ergibt sich wie folgt. Nach der Erklarung von Aj+l 
ist gj*(q)*hJ*(q). Es existiere erstens keine zweidimensionale Ebene, die 
die vier Punkte 
b, /T(p), gj*(q), hj*(q) 
enthalt. Bedeuten dann B das 1-Simplex ·mit den Eckpunkten {"(q), 
gj*(q) und 0 das 1-Simplex mit den Eckpunkten {"(q), hj*(q), ferner B1, 
01 die Projektion von B beziehungsweise 0 auf T aus b, so ist 
gj+l(q) E Bv hj+l(q) E0v B1 ·01 ={"(q), 
mithin gj+l(q)*hiH(q). Wenn zweitens b, B und 0 in einer zweidimensio-
nalen Ebene liegen, so ist B C 0 oder 0 C B. Und aus der Erklarung von 
x folgt unmittelbar, dass gj+l(q)*hi+1(q). 
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Somit existieren inS- V m gelegene abgeschlossene 1\lengen A~, 0..;;;;-,;..;;;; 1, 
und eine Deformation ((g-r, h;,.), 0..;;:;-,;..;;:; 1) von (g, h) in (g', h'), die die 
Eigenschaften hat: fiir aile -,; ist 
(5) 
und A~ die Menge der Uebereinstimmungspunkte von (g"", h:,.). 
Seien P, 0<•< 1, von -,; stetig abhangende Kugelkappen aus S, so 
dass P C S- V m fiir 0 <-,; < 1 und, wenn d( P) den Durchmesser von P 
bedeutet, weiter gilt: lim d( V-r) =0 sowohl fiir -,; gegen 0 wie fiir -,; gegen 1, 
fiir 0<•< 1 ist A:,. C P. 
Fiir 0..;;:;-,;..;;:; 1 hat g-r(S- Um)+h!.(S- Um) einen Durchmesser <4y: Der 
Erklarung von U m zufolge ist der Durchmesser von f-r(S- U ml kleiner 
als y. Daher folgt die Behauptung aus (5). 
Mithin existieren von -,; stetig abhangende Kugelkappen W .. , 0<•< 1, 
aus T, die die Eigenschaften besitzen: fiir 0<-,;< 1 ist 
g'( V') + h~( V') c w-r; 
bedeutet d( W') den Durchmesser von W-r, so ist lim d( W') =0 sowohl 
fiir -,; gegen 0 wie fiir -,; gegen 1. 
Urn den Beweis zu Ende zu fiihren, geniigt es daher zu zeigen: es 
gibt Punkte c' E v•, 0<•< 1, und von 7: stetig abhangende stetige Ab-
bildungen h~+V 0 < 7: < 1' von v· in W' derart, dass 
h:,.+l(p) =h~(p) 
in allen (p, -,;) mit p E V'- V'" und 0<-,;<l, ferner g'(c') =h!.+l(c') fiir 
0<•< 1 und 
g'(p) =F h:,.+l(p) 
in allen (p, -,;)mit p E V'-c' und 0<-,;<1. Die Existenz solcher Abbil-
dungen folgt aber Ieicht aus der nachstehenden elementaren Bemerkung. 
Seien V, W Simplexe positiver Dimension, weiter y' und ql', 0<•< l, 
von -,; stetig abhangende stetige Abbildungen von V in W. Sei 
in allen (p, -,;) mit p E V- V und 0<•< l. Dann gibt es einen Punkt 
c in V und von -,; stetig abhangende stetige Abbildungen 9?L 0<•< 1, 
von V in W, die die Eigenschaften haben: in allen (p, -,;) mit p E V- V 
und 0<•< l ist q?l(p) =q?'(p), in allen (p, -,;) mit p E V -c und 0<•< l 
ist yT(p)#!J?l(p), fiir 0<7:< l ist yT(c) =q?I(C). 
4. Invarianz der Stabilitat. - Wir wenden uns wieder der Einleitung 
zu. Die Bedeutung von f und F sei die dort erklarte. Der erste Teil des 
in der Einleitung angegebenen Theorems, also die Existenz von g1 und g2, 
ist schon im zweiten Abschnitt bewiesen. Seien das Abbildungspaar 
(gv g2) stabil und g eine Abbildung aus F. Dann fiihrt die Annahme, 
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dass f(p) =1- g(p) in allen Punkten p a us S, wie folgt auf einen Widerspruch. 
Wie man sich Ieicht iiberlegt, gibt es von • stetig abhangende stetige 
Abbildungen rpT und yT, 0<•< l, von S in T mit rp0 =f, y0 =g und den 
weiteren Eigenschaften: in allen (p, •) mit p E S und 0 < • < l ist 
rpT(p) =1- yT(p); fiir 0 < • < l ist 'PT zu yT benachbart; die Gleichung rp1(p) =y1(p) 
hat genau eine Losung, und diese letztere ist nicht stabil. Nach den 
Ergebnissen des dritten Abschnittes geniigt es daher zum Beweis unseres 
Theorems, folgendes zu zeigen. 
Seien (gT, hT), 0 < • < l, von • stetig abhiingende kanonische Abbildungs-
paare von S in T und (g0 , h0 ) stabil. Dann ist auch (gl, h1) stabil. 
Da die Wesentlichkeit einer stetigen Abbildung gegeniiber Deformati-
onen invariant, ist der vorstehende Satz richtig, falls gilt: es bezeichne 
aT fiir 0<•< 1 die Losung der Gleichung gT(p) =hT(p), dann hangt aT 
stetig von • ab. 
Zum Beweis der letzteren Aussage wollen wir annehmen, es sei aT 
nicht stetig in •· Dann existieren eine Zahl 0 < C < l und eine positive 
Zahl e derart, dass es zu jeder beliebigen positiven Zahl () eine Zahl 'YJ mit 
O<'YJ< l, JC-'YJJ<b und d(a', aTJ)>e 
gibt. Hierauf existieren Zahlen Cv C2, ... , derart, dass erstens 
O.;;;;Ci< l und d(a', a'i)>e 
fiir aile natiirlichen Zahlen i, zweitens lim Ci =C und dass drittens der 
Grenzwert lim a'i existiert. Bezeichnen wir den letzteren mit b, so ist 
a' =1- b. 
Aus lim aCi =b und gT(aT) =hT(aT), 0<•< l, folgt g'(b) =h'(b). Die letzte 
Gleichung und g'(a') =h'(a') widersprechen einander. 
